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Semaine 1 : Compléments sur les suites

Exercice 1 : (A chercher seul, non corrigé en TD, réponse a la fin)
Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

e 228322472 1 In(e®*+22) _ . In(143w) _ 1\
h=lim =556 lo= limy z hs=lim V4222 lor=_lim (1+ af)
P 2
X 22332247 .. 5z*—3In(1+45x) .. Bz+In(l+4x) o T
l2=:c£1110c %Tzﬁwﬂg hio=lim, , hio=lim, sinz o les=lim @ , ,
2 .. 5z"—3In(1+5x) o ver—x—cos(x R 2z°+1 _ 4z°+1
ls= lim % hi=lim —5mn l20=_ lim 22 l2o= lim =757 — 9z11
Fortes Va2+1l+va?+a e*—1 1 2
_ = i VI TTVETTE lor=1li - _ i 7o _ 3z7+1
l4=lim 2+521+€ v ha J.BTOO z+1 21 11310 T . . l307mlil-%r—loc Te et 3x+2
z—0 T Lee i z+sin(7x) lya= lim In(1+3z) sin(2z) L tim (lz+563m)sin(e_3””)
l li z24e?®4e® 137 e zva+3z z—0 z2+z3 A e 12
5= lim ——g—— . Vitz—1
z—+oo z s z+sin(7r) log=1lim ~——=—— . x o
il l14_z£r~{l}oo T/z+3T 23700 sm(?x)l lggzmgr}rloo (2 + 3x )I+2
le=lim =———— z+sin(7z) : sin()
70 g lis=lim ——=">"= l2a=_lim In(Ex2 lss= lim +e*+z—Ver+z?
224627 _9e® £—0 19:(%54?:3;: 2400 In( : ) e
l7= lim “——g— s n(l+3x . sin(Sx) laga= li x — 2z 2
e T fe=1 SSin(sa) 2= Gin(3))? 17, e, Ve Ve
e L (77 H22) hoe L 0(+37) b iy (+3sinz) I
8 L S oo z T S e V422245 6=, T 204328 35= M0 745
Exercice 2 : (A chercher seul, non corrigé en TD, réponse a la fin)
Déterminer des développements limités d’ordre n; en 0 des fonctions f; définies par :
: 1
Ji(z) =cosz +sinz (n; = 3) f3(z) = 1=5; (3 =2) f5(x) = cos/z (n5 =2)
2 - i
f2(x) =e** (ny =2) fa(x) = 1% (4 =3) fo(x) =7 (ng = 3)

Exercice 3 : Soit (uy,) la suite définie par ugp = u; = letVn € N, upy9 = upq1 + W}LH

a) Montrer que Vn € N, u,, > 0.
b) Montrer que la suite (uy,) est croissante.
¢) Montrer par I’absurde que la suite (u,,) ne converge pas.
d) La suite (u,) possede—t-elle une limite ?
Exercice 4 : Soit (u,) une suite réelle telle que Vn € N, (1 — up)upq1 > § et u,, €]0;1[.
a) Etudier les extrema de la fonction f : [0; 1] — R définie par f(z) = 2(1 — x).
b) En déduire que (1 — uy,)u, < 5.
¢) Montrer que la suite (u,,) est croissante.
d) Montrer que la suite (u,,) est convergente.

Exercice 5: Soita,b € Rtelsque 0 < a < bet les suites (uy) et (vy,) définies par ug = a, vo = b et pour tout n € N :

Uy, + U
Untl = \/UpUp €t Upy1 = T

Pour n € N, on note P, la proposition u, < Upt1 < Vpt+1 < Un.
a) Montrer Pg.

b) Montrer par récurrence que Vn € N, P, est vrai.
¢) Montrer que les suites (u,) et (v,) convergent vers la méme limite.

n n
Exercice 6 : Soitn € N*, 5; =Y ket Sy =» &’
k=0 k=0

a) Montrer que S = > ;' ;(n — [), en déduire la valeur de S;.

b) Développer (1 + k)3.

c) Calculer de deux fagons Y_7_,(1 + k)3 — k3, en déduire Ss.
Exercice 7 : Soit (u,) et (v,,) deux suites réelles, égales a partir d’un certain rang, c’est a dire qu’il existe un entier X
tel que

VneN, n>K=u, =uv,

Démontrer en revenant a la définition de limite que si la suite (u,,) converge vers un réel [, alors limv,, = [.



Semaine 2 : Comparaison des suites ‘

Exercice 8 : Déterminer des équivalents simples des termes suivants :

2 3vn+1 _ 1
V/n+ cosn + 21 n" +n!

zn—(n +Inn)(e™" )(\fqt(:osn)

n = Yn =

(n+2)3 21 4 en

Exercice 9 : Déterminer des équivalents simples des termes suivants :

1 1 a 1
up, =In(n+1)—Inn; v, =cos—; w,=sin—; z,=1+er? —2cos—
n n n

Exercice 10 : Déterminer un équivalent "plus simple" de : u,, = sin(n + %) —sinn
Exercice 11 : Soient a, b, c trois réels strictement positifs, déterminer un équivalent simple de la suite » définie par

2n n n
n+a n+b n+c

Up =

Exercice 12 : Déterminer a, b des réels tels que le terme wu,, soit "le plus petit possible" pour n grand, avec

a b
Up =T — —
" ln(nL_H) e% -1

Exercice 13 : Soit u et v des suites réelles vérifiants :

301 1 1 1 1
n=2+>-——+o ( ) et vn:1——22+0(4)
n n n n

n3
Déterminer des expressions les plus simples possibles, ayant la précision maximale des termes suivants :
ap = Uy + Up | bn = upvn, | Cpn = NUp, | dn, = Uoyp, | en = U2 | On = Uyt p2

Exercice 14 : Pour chacune des lignes suivantes peut-on déduire (); de P; avec :

(1) : un = on”) (@) un = O(?) [[(Py) : un = O(n) (Q2) un = o(n?)
(P) =% +0(n?)  (Qa): ttn = 0n?) [ (Ph) :un =1® +0(n)  (Qu) s n = ()
(Ps) : up = o(n* +n?) (Qs) : up = o(n?) (Ps) : up = o(n” +n?) (Qs) : up = o(n?)
(Pr) : up = n°0(n®) (Q7) : up = o(n) (Ps) : up = o(n®) + O(n”) (@) : un = o(n”)
(P) run = o) (@) i =o()) || (Pro) = i1 (Quo) : un = o(n)
(Pu) i un = Olt7)  (Qu) sun = O(?) || (Prz) i = g +0(®)  (Quz) : un = o(5)
(Pi3) : un = 235 0(n) (Qua) < un = O(n)

Exercice 15 : Soit (u,,) et (v,) deux suites réelles équivalentes, montrer que si (v,,) est strictement positive a partir d’un
certain rang il en est de méme pour (uy,).
Exercice 16 : Soit u, = y/netv, = /n+ (—=1)"

a) Montrer que u, ~ vp.
b) Etudier la monotonie des suites (uy,) et (vy,).

Exercice 17 : (A chercher seul, non corrigé en TD, réponse 2 la fin)
Déterminer des équivalents simples des termes suivants :

3
an = n® —5n° + cn = 1450+ en = (=1)"n+n
_ 1 2 3 _ v/n+3n—cosn _ 7e"4+n"—5Inn
by = 5 +5n°+n’lnn dn, = oz In T+

Semaine 3 : Séries numériques, sommes partielles, télescopie ‘

Exercice 18 : Calculer les sommes suivantes :

2 1 4 ( l)k 3 1 10 1 1 100 100
_ _ — _ . _ _ k _
5=k s=2 0 oY ot seY ok s=Y s=Y e
k=1 k=1 k=2 k=1 k=1 k=0



Exercice 19 : Calculer les sommes partielles des séries suivantes, étudier leur convergence et calculer leur somme
e B _y.
lorsqu’elles convergent (Pour le ¢ on pourra utiliser une décomposition de la forme R +1) =7 +z +1) :

k+1 21 VE+1-3Vk

o e () o Xy ex (L) o m
k>1 k>1 k>1 \t=k k>1

Exercice 20 : On pose S,, = Zn:;};

k=0
n

1
a) Montrer que : 35, = 5, — 3% + Z 3T
t=1
b) En déduire S,,.

¢) En déduire que la série ) | 3% converge et calculer sa somme.
Exercice 21 : Soit > u,, une série convergente :

a) Montrer que la série de terme générale (1 + u,,) est divergente.

b) Soit » v, une série divergente, montrer que la série de terme général u,, + vy, est divergente.

c¢) Donner un exemple de deux séries divergentes »_ u,, et >_ v, telles que la série de terme général u,, + v,,, soit
convergente.

Exercice 22 : Soit f : [0; 1] — R une fonction continue.
a) Justifier que f est bornée.
b) Déterminer les sommes partielles de la série de terme générale (—1)" / t"f(t) dt
0
¢) Montrer que la série converge et que sa somme vaut :

St [rwa= [ 0w

n=0 0 0

’ Semaine 4 : Convergence des séries a termes positifs ‘

Exercice 23 : Etudier la convergence des séries suivantes :

G)ZML?)” £)Y sinn k)Zcos% o) sin <1>

n’ — 6n® — 21 Inn 14 n? "
p S on 2l 9 —3 P S (L
) Z n87+ 31” n \/ﬁ l) ng(n + hl n) p) ; — Sln E
n h) _— 1 Inn
D)) e D3 NCES RN
)2271 _n3n9 ne+ q m) g 5 q)E n\f

d)zn2+cosn Z)Z(2n—i—3)(7717,—i—7) ")Z n? —Tn+3 T)Zn2+ncosn
1 N3 (=) n® —6n?—1 n+ 192
e)Zsmﬁ ])Z -

Exercice 24 : (A chercher seul, non corrigé en TD, réponse 2 la fin)
Etudier la convergence des séries suivantes :

0 ¥ G Lot o X () ¥ T

2+34/n n n nsinn
b) Z 71,3+n+cc1)sn e) Z 713-4-37122 h) Z n+57(ﬂ L J) Z 7?:1?10—192
¢) Y In (%) f) o wini

Exercice 25 : En utilisant des développements limités, étudier la convergence des séries suivantes :
1 14n 1 1
a g en — b g cos — — nsin — n+l 1
) n ) n n § :1 < ) - 2\/;

Exercice 26 : Représenter dans le plan, I’ensemble des (c; 3) € R2, pour lesquels la série suivante converge :

(e

n
Zl—l—nﬁ

Exercice 27 : Soit (a,,) une suite réelle, positive, on pose b,, =

Qan
1+an*

4



a) Montrer que si la série ) a,, converge alors la série > b,, converge.
b) Réciproquement, montrer que si la série » | b,, converge alors la série » | a,, converge.

Exercice 28 : Soit ) u,, une série a termes positifs convergente, étudier la convergence des séries :

[

Zun, Zln (14 up); Z *—: on pourra montrer que Vz,y € R, |zy| < (x +v?)

Exercice 29 : Soient (u,,) une suite réelle décroissante de limite 0, et S,, = Y, _; uy.

a) Montrer que Sa,, — Sy, > nugy,.

b) Montrer que si la série ) _ u,, converge alors la suite (nu,,) tend vers 0.

¢) Soient v, = n(up — Un+1), et T, = Y, vg, Trouver une relation entre S, et T,,, en déduire que les séries » . u,, et
> vy, sont de méme nature et que lorsqu’elles convergent leurs sommes sont égales.

d) Déduire de la question précédente la somme de la série Z il

Exercice 30 : [dur] Soient ) a, et Y b, deux séries a termes réels positifs, telles que a,, ~ b,, au voisinage de +oc. On

note
n—zaka n—zbka n = Z ap, I'n = Z b,

k=n+1 k=n+1

a) Calculer S, ¥,, R,, I, pour a, =27 " etb, = 27" 4+ 37", comparer 5, et 3, puis R, et

b) Montrer que si » | a,, converge alors R,, ~ I';, au voisinage de +oc.

¢) Montrer que si ) a,, diverge alors S,, ~ ¥,, au voisinage de +oo.

d) Soit (uy,) la suite définie par up = 5 et un41 = u, (1 — u2), montrer que (uy) tend vers 0, déterminer o tel que la
suite (u ; — ug) ait une limite finie non nulle. A I’aide d’un télescopage déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 31 : [dur] Soit o > 1, on veut déterminer la vitesse de convergence de la série de Riemann ) | n%

a) Tracer la fonction définie par f(¢) = ¢~ sur 'intervalle [n;n + 1], déterminer un encadrement de I’aire de la
surface S = {(7;y) € R?|n <z <n+1;0 < y < f(z)}, aI'aide de I'aire de deux rectangles.
b) En déduire que

o0 oo

1 1 1
PO ) D
n=N+1 " N n=N "
¢) En déduire un encadrementde >~ n%
d) En déduire I’équivalent suivant :
e 1 Nl—a
2 e
n=N
La convergence est-elle lente, géométrique, rapide ?
N 1.,

e) Accélération de convergence de la série Y nQ Onpose Sy =), 72: By = Y e N4l n% et
S = Zn 1 n2

i) Déterminer un équivalent de Ry .
Montrer que la suite définie par u,, = S, + % converge vers S plus vite que (S,,) cad u,, — S = 0o(S,, — S).

ii) Calculer 7= 7 (ﬁ - n%rl)
En étudiant la série de terme général 4 — (1 —
n n
(Sn)-

iii) On suppose que Sy, = S+ & + - b+ O( 5 ), on ne connait ni S, ni a, ni b. On pose D,, = 2S5, — Sy,
montrer que (D,,) converge plus Vlte que Sgn, comparer le nombre de calculs élémentaires nécessaire pour
calculer D,, et Sy, conclusion.

Comment pourrait-on sur la méme idée construire une suite (U, ) qui converge plus vite que (T5;,).

1 £ : o . .
57 )» déterminer une série qui converge vers S plus vite que



Exercice 32 :
On considere les suites suivantes définies pour n € N* par :

1 1
un:ln<1—n+2>7 Un:nln<1+n(n+1)) et wy, = Up + Un

a) Quelle est la nature des séries de termes généraux (uy),cy- €t (Vn),en-

b) Montrer que pour tout n € N*,
2\ N
w, = In (n+1) ><(n—}—l)
n(n + 2) (n+2)

En déduire de w,, = In ((1+ 1)") —In ((1 + nil)m)

N
1
¢) Montrer que pour tout N > 1 Z wp, =In(2) = (N +1)1n (1 + N—|—1>
—+00

d) En déduire que la série de terme général (wy, ), oy converge et calculer sa somme ) > wp,.

n=1

’ Semaine 5 : Comparaison a une série géométrique ‘

Exercice 33 : Etudier la convergence des séries suivantes :

n 4_ 3 m _p

a) ) o b n-n c d
2 )Zgn+3n )Z 3n )2(3"—2)(1—1—71)
Exercice 34 : Etudier la convergence des séries suivantes :
" 2" (n!)? . n+1\" "
a)z<1+n> )2 (2n)! Z)Z<2n+5> m>Z(1—n>
nd —n?+2 n?+1 . :
b - n
)Z(1+n2)2” f)z2"+n D2 ”>Z(7

. . nle™
Exercice 35 : Soient u,, = - (n>1)etv, =1nu,.
n"t3
1) Etudier la série de terme général w,, ou w, = v, — vp_1 pour n > 2 et wj; = v1.
2) En déduire que la suite (v,,) converge et puis la suite (u,,) converge vers A > 0.

3) En utilisant la formule de Walis :

lim 200D _
n—o0 \/n(2n)!
déterminer \, et en déduire un équivalent de n! quand n tend vers I’infini.
Exercice 36 : [dur] Soit (u,,) et (v, )deux suites convergentes vers un méme réel [, on dit que (u,,) converge plus vite que
(vn) si up — 1 = o(uy — [). Soit (a,) une suite positive telle que ( {/a,,) converge vers [ < 1. Montrer que la série de
terme générale a,, converge plus vite que toute suite géométrique de raison strictement supérieur a [.

T,

An41—0an

an_anil) converge vers [ < 1.

Exercice 37 : [dur] Soit (a,,) une suite positive telle que (

a) Montrer que la série de terme générale a,+1 — a, converge plus vite que toute suite géométrique de raison
strictement supérieur a /.

b) En déduire que la suite (a,,) converge plus vite vers 0 que toute suite géométrique de raison strictement supérieur a
l.

¢) En déduire que la série ) | a,, converge plus vite que toute suite géométrique de raison strictement supérieur a [.

Exercice 38 : (A chercher seul, non corrigé en TD, réponse 2 la fin)

. . 1 1
Comparer les vitesses de convergence des séries : Z o et Z 30"



’ Semaine 6 : Convergence absolue et compléments

a) Montrer que la série > u,, converge.

b) Déterminer un équivalent simple de vo,, + vap41-

¢) En déduire que la série ) v, diverge.

d) Montrer que u, ~ vy.

e) Ceci montre qu’une hypothese est indispensable dans la proposition sur les séries ayant des termes généraux
équivalents, laquelle ?

Exercice 39 : Soient u,, =

Exercice 40 : Déterminer la nature des séries de terme général suivant :

(1) e 1 !
- n2 " nt4+2n3 —35mn +1 B n% n% —(—1)”71

b, = sin (T) ¢, = m gn = sin (W\/ﬁ)

() B

Exercice 41 : Soit ¢ un réel et u,, =

ool

(=n"
et (-1
a) Si a < 0, montrer que la série Y | u,, diverge.
b) Si a > 0, écrire un développement asymptotique de u,, et déterminer les a pour lesquels la série ) _ u,, est convergente.

’ Semaine 7 : Compléments et produit de Cauchy ‘

Exercice 42 : (A chercher seul, non corrigé en TD, réponse 2 la fin)
Déterminer la nature des séries de terme général suivant :

1 _ 3—Tn n nd (=1)"n+5 o 5(=1)n
n(n?+7)’ B I ps —d4p3 41

i sinn . n2 +3n2/n — 126n ' n o . n" l (_UHH% +5
" it vn) T S odn= s e kn= =
n(7+/n) n3 +4n?\/n J n+2 nl g

Exercice 43 : Soit a un réel strictement compris entre -1 et 1, montrer a I’aide du produit de Cauchy que

Qp =

1 1 1 *i’f( 1)a
= : = n a
(1-a)? 1—-a 1-a

n=0

] 7z z_. 2z 2z n .
Exercice 44 : Pour des réels a et b, montrer que la série de terme général 77 converge puis que

X X X (a+b)m
£)(50)-5e

n=0 n=0 n=0

Exercice 45 : Série de Bertrand : Soient « et 5 deux réels, on cherche a étudier la convergence de la série de terme
général :
1

Up = ————
" pelfa
Onpose o = (14 a)etv, = ﬁ

a) Si a > 1,montrer que u, = 0(v,) en déduire que la série ) | u,, converge.

b) Si«a < 1,montrer que v,, = 0(u,,) en déduire que la série ) | u,, diverge.

¢) Sia=1etf =1, montrer que —— > f:“ L dz en déduire que la série 3" u,, diverge.

) nlnn = z.lnx
d) Sia=1etf < 1, montrer que la série > u,, diverge.
: _ 1 n 1 . . L.
e) Sia = 1let > 1, montrer que praev: e N e o dx en déduire que la série > u,, converge.
Exercice 46 : Soit ) _ a,, une série a termes positifs, convergente
2 . .. . 1
a) Etudier le minimum de la fonction f(z) = 2 + 13, sur R*.

b) En déduire que la série > 1++2an diverge.

Exercice 47 : (Critere de Raabe-Duhamel)



a) Soit (u,) une suite a termes strictement positifs, on suppose qu’il existe « € R, § > 1 et une suite bornée (M,,)
tel que pour tout entier n > 1 :

Unp, n np

On pose vy, = In(n%uy,) et wy, = vp4+1 — vy, déterminer un équivalent de |w, |, montrer que la série de terme
général w,, converge, en déduire qu’il existe un réel A tel que u, ~ An~<.
b) Déterminer la nature des séries de terme général suivant :

x x n 1
Uy = Vn! sinx sin—...sin— (x € R); v, = (2—67’).
= Vil s i <Ry =]

Exercice 48 : [dur] (Avec ’aide d’une calculatrice)

Considérons la série de somme partielle Sy = Ziv:o k%ﬂ, onpose Ry = 12 41 k%ﬂ le reste et S la somme de la
série.

1) Pour une fonction décroissante sur R, f montrer que

k+1 k
| swas<iws [ swa
k k—1
2) En déduire un encadrement de R,,.
3) En déduire un n € N tel que |R,,| < 1074,
4) Montrer qu’il existe a et b tels que
1 a b

= t
2+l nm+l)  am+Dmtz) T

avec0 <t, <n~* pour n > 3.
o
5) Montrer que 0 < Z tr < 393"
k=n-+1

6) Calculer
1

1
];Lk(kJrl) ot ];k(k+1)(k+2)'

7) Montrer a I’aide des questions précédentes que le calcul de S;5 permet le calcul d’une valeur approchée de S 2 1074

pres.
Exercice 49 : Etudier la nature des séries de terme général :
5 2 n sine
2 cos“x 1 n
_ _ - en tel que e =
an = /0 R dx Cp = <cos n) n €L quUe €n41 n
-1)" cosd
by (=1) d, tel que d,, 11 = n

Yk k

Semaine 8 : Suites et séries de fonctions

Exercice 50 : Etudier la convergence simple des suites de fonctions (frn) sur ’ensemble I correspondant (I = R si pas

précisé).
an(w) = - dn() = zen; gn(x) = x"; 1 =[0,1]
zi+n ( nx ) hn(z) = (sinzx)”
niz en(x) = cos ; R
20,3 _ n\T) = — =
nad 4 \/nx + 2 ful) = n°(z° —x)+3n+4 n -2
cn(x) = W 7’L2(ZL‘2 — .’E) + 2nx + +

Exercice 51 : Etudier la convergence simple et la convergence normale sur R des séries de fonctions de terme général :

_ 1 ) cos(nx) e () = — & .
3 . J— . PR— e .
bn(-’E) = S1n (ﬁ) N dn(ﬂf) = 41 T ’I’L2 5 fn(x) = m )



(1) = — 2. 1 . z \"
I = T g h"(x):xﬂ—n—l—l; Zn(x):(azh—l);

Exercice 52 : Etudier la convergence simple et la convergence normale sur R puis sur un intervalle de la forme [—R; R]
de la série de fonctions : .
Z 2 + n2

Exercice 53 : Etudier la convergence simple, la convergence normale sur R puis sur un intervalle de la forme [a; +o00[

avec a > 0 des séries de fonctions : )
x
Zl+n2x2 Zl—i—nQ:cQ

Exercice 54 : Etudier les convergences simple et normale des séries de fonctions définies par leur terme général sur I.

e " Lsiz>n nlrsiz <+
= — Rt — n = — — X7 _ Rt
an(x) a2 I=R cn(T) { & sinon , I=R en () { 0 sinon , I=R
x
bo(z) =, I=R W Lsiz>n
n( ) n2 dn(l') 3nd 4+ g4’ I'=R fn(x) = { SZSinOIl ; I'=R
Exercice 55 : On considére pour n € N* etz € R, f,(x) = Y R

n(l + nx?)
a) Etudier la convergence simple de la série de fonctions de terme général f,,. On note S la somme de cette série.
b) Montrer que S est impaire, continue sur R.

K
¢) Montrer qu’il existe K tel que pour tout x > 1, on ait S(z) < —. En déduire lim,_, o S(z).
x

d) Montrer que lim,_,o+ S(x) = 0.
e) On note .S, la somme partielle d’indice n de la série de terme général f,, et T}, la somme partielle d’indice n de la
2
nx
1+ a2
f) Montrer que lim,_,o+ S(z)/z = 4+00. Que peut-on en déduire pour le graphe de S ? La fonction S est-elle
dérivable en 0?

série harmonique, montrer que |7,, — S, (x)| <

’ Semaine 9 : Etude de fonctions définies comme somme d’une série de fonctions ‘

cos(nz . o e e
Exercice 56 : Soit la fonction f définie comme la somme de la série Z (73), étudier la continuité et la dérivabilité

de f.

Exercice 57 : On étudie la série de fonction ) | ne "*.

a) Sur quel domaine maximum D de R la série converge-t-elle simplement, on note alors .S sa somme.
b) Etudier la convergence normale de la série sur des intervalles de la forme [a, +00], avec a > 0.

¢) En justifiant, avec précision, une intégration terme a terme, déterminer une primitive de S.

d) Calculer S sur |0; +0o0.

Exercice 58 : Pour n € N* Vz € RY, f,(z) = x

n(1+ xn2)’

a) Etudier la convergence simple de la série de fonction > fn sur R, on note S 1la somme de la série de fonctions.
b) Montrer que S est continue sur RT.

¢) Etudier la convergence normale de la série 3" f/, sur [0; o[, puis sur |0; oo, puis sur [a; +o00[ avec a > 0.

d) Montrer que S est dérivable sur RT*,

e) Pour n fixé, déterminer la limite lorsque x tend vers O de : z — %

f) En revenant a la définition de la dérivée en 0, montrer que S n’est pas dérivable a droite en 0.

e*’l’LI

1+4+n?

a) Déterminer I’ensemble I C R le plus grand possible tel que la série de fonctions de terme général f,, converge
simplement sur /. On note S sa somme.

b) Etudier la convergence normale de cette série de fonctions.

¢) Montrer que S est continue sur /.

d) Etudier la convergence uniforme de la série de fonction 3~ f* sur I puis sur tout intervalle de la forme [a; +o0],
avec a > 0.

€) Montrer que S est dérivable sur R**,

Exercice 59 : Vn € N,Vz € R, f,(z) =



f) Montrer que S n’est pas dérivable a droite en 0.
Exercice 60 : Soit (a,,) une suite numérique décroissante positive. Soit u, () = a,z"(1 — x).

a) Montrer que la suite des fonctions (u,,) converge simplement sur [0, 1].
b) Montrer que la série de fonctions » | u,, converge simplement sur [0, 1].
c¢) Montrer que la série converge normalement sur [0, 1] ssi ) |, ~ ax/k converge.

o

Exercice 61 : (Fonction ¢ de Riemann) : On note, pour x € |1, +00], {(z) = —.

k+1 1 ko
a) Montrer que pour k > 1 entier et z € |1, +00[, on a —dt < — < — dt.
koot T et
b) En encadrant les sommes partielles de la série, montrer que lim ((z) = +ooet lim ((x) = 1.
z—1t T—~400
¢) Montrer que ¢ est de classe C* sur |1, 4o0].
d) Montrer que ¢ est de classe C? sur |1, +o0], puis que ¢ est convexe.
e) Donner I’aspect de la courbe représentative de (.
o0
—1)"
f) Pour z € |1, o0, T'(x) = Z (nx)’ montrer que Vz € |1, +oo[, T'(z) + ((z) = 21 7%¢(x),
n=1

Exercice 62 : Soit f une fonction continue sur I = [0, 1], et pour tout n # 0, f,(x) = f(27"x).

a) On suppose qu’il existe une constante M telle que, pour tout x € I, |f(x)| < Mx. Montrer que la somme S de la
série Y f,, est continue sur /.

b) Montrer que si la fonction f est de classe C! alors 1’hypotheése de la question précédente est vérifiée, et qu’en plus
la fonction S est de classe C'.

’ Semaine 10 : Séries entiéres\

Exercice 63 : Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

)Y 2 @ " 02 et )
) o1, DY 5=t e
| (f) Z 2 — sin(n) (n) Z :

()Z T;-le n®+n n (n'>?n
d) Z Inn " (Z) Zzann *) Z 2’; + nl” (0) Z(l — E)n2:v”
(l) Z < (p) Z xn!

Exercice 64 : Calculer le rayon de convergence et déterminer la somme des séries entiéres suivantes :

(a) Z %m" (b) Z a” " (c) Z nz" (d) Z nxm

n>1 o1 n>0 n>0

Exercice 65 : Calculer le rayon de convergence et déterminer la somme des séries entiéres suivantes :

x2n+1 I2n+1

B arses D) SEIE s O 5

n>0 n>0 n>1

Exercice 66 : Calculer le rayon de convergence et déterminer la somme de la série entiere suivante )  a,z" avec :

asy, = 3" et A2p+1 = 2"

Exercice 67 : Soient ) a,x" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et b un réel strictement positif.
a) Montrer que le rayon de convergence de la série entiere Z nana™ (d € Z), est R.

b) Montrer que le rayon de convergence de de la série entiere Z b"an,x™ est %.

¢) Montrer que le rayon de convergence de la série enticre Z a%x" est R2.

d) Montrer que le rayon de convergence de la série enticre Z anz®" est VR.

n
. N and . .
e) Montrer que le rayon de convergence de la série enticre E 7 est infini.

n.
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Exercice 68 : On considere les trois séries entieres suivantes >_ 2", > 2" /n et > 2™ /n?, préciser le comportement de
chaque série aux extrémités de son intervalle de convergence (c’est a dire en R et en — R, ou R est le rayon de convergence
de la série entiere.)

Exercice 69 : Soientd € Net ) a,x" une série entiére, montrer que les séries entieres

E an,x™ et E Qpyg X"
ont méme rayon de convergence.

Exercice 70 : (A chercher seul, non corrigé en TD, réponse 2 la fin)
Déterminer le rayon de convergence et trouver la somme des séries entieres

n

a) Z % c) Z(n +2)z" e) Z i—;lx” 9) Z CESCES] (nn)

n+1)(2n+1)

n>1 n>0 49 n>0 n>0
" n 2n 1+a” Sln(na)

b d) — 2n Rt n
DN e 2 DY et aekt)  p Y T @ eR)

n> = n> n>0
Exercice 71 : Soit f(z) la somme de la série entiere ) | a,z" de rayon de convergence R, ou

1 n
t
ay, = —F | dt
" /0 (1 + t2>
. . e t
a) Déterminer les bornes de la fonction définie sur [0; 1] par h(t) = I
b) Montrer que R > 2.
Lo . . 3 "

¢) Etudier la convergence normale sur [0; 1] de la série de fonctions : Z <1—|—t2> .

d) Ecrire la fonction f comme une intégrale.
Exercice 72 : (A chercher seul, non corrigé en TD, réponse a la fin)
Déterminer les rayons de convergence des séries entieres suivantes :

2 1 2n

(a) an?m n n (C) 5nx2n+1 d 9_ Zyn on n

2 02 5 2 D@3 e @) e

n

’ Semaine 12 : Développement en séries entieres ‘

Exercice 73 : Déterminer des séries entieres dont la somme est égale aux fonctions suivantes sur leur intervalle de

convergence :
1 x
— fa(x) =In(1 +z) fs(z) = —— fr(x) =chz
h@) 12;1— x? fa(x) = Arctanz i 1 —Eﬂ flz) = 1 .
fa(z) =€ fol@) = 152 1—=x

Exercice 74 : A I’aide d’une série entiere, calculer la somme suivante :

+o00 1
5= 7;2 n(n —1)2n

1 tzfl 0 (_m)n
Exercice 75 : Montrer que Vx € [0, 1], / dt = Z
o tx+1 o

dt. On pourra utiliser une série géométrique.

Exercice 76 :
a) Rappeler le développement en série entiere de In(1 + z).
oo

b) Soit S(x) = Z arz® une solution sur | — 1; 1[ de I’équation différentielle
k=0

(B) : 2%y" + 4xy' + 2y = In(x + 1)

(_1)n—1
Montrer que ag = 0 et Vn € N*, =
due o " i n(n? 4+ 3n + 2)
n—1
¢) Montrer que la somme de la série entiere ) mx” est bien solution de E sur | — 1; 1].
d) Ecrire cette somme a I’aide de fonctions usuelles.

11



Exercice 77 : Déterminer les solutions de I’équation différentielle v + xy = 0 qui sont des sommes de séries entieres
au voisinage de 0.
Exercice 78 : On considére I’équation différentielle (E) : 2y” — 3/ + 423y = 0.

a) Montrer que si la somme d’une série entiere est solution de (E'), son terme général vérifie la relation :
Vn € N(n +2)(n + 4)ants = —4ay,

etquea; = ag = 0.
b) Montrer que les termes aoy41 d’indice impaire sont tous nuls.
¢) Montrer que la série entiere trouvée a un rayon de convergence infini et qu’elle est bien solution de (E).
d) Ecrire les solutions de (E) développable en séries entiéres  I’aide de fonctions usuelles.

Exercice 79 : Soit f(z) la somme de la série entiere )  a,,2™ de rayon de convergence R ol (ay,) est la suite de
Fibonacci, définie par ag = a3 = 1 et ant+2 = ayp + Gn41 pour n € N,

a) Montrer que a, < 3".

b) En déduire que R > 0.

¢) Montrer que Vo €] — R; R[; f(z) = 1+ zf(x) + 22 f(z).

d) Calculer f(x) pour z €] — R; R[, en déduire a,, et R.
Exercice 80 : Soit S(z) =Y, a,x™ la somme d’une série entiére de rayon strictement positif. Montrer que si S est
une fonction paire alors Vn € N, ag,4+1 = 0.
Déterminer les séries entieéres dont la somme S est une fonction paire, solution au voisinage de 0 de 1’équation
différentielle y” + zy’ + 2y = 0.
Exercice 81 : Pour chacune des fonctions f; suivante, déterminer 1’ensemble de définition de f;, le développement en
série entiere en 0, le rayon de convergence de ce DSE, les = pour lesquels il y a égalité entre f;(x) et son DSE.

fi(z) = 23e®, fo(z) = ﬁ, fa(x) =In(1 + ), fa(x)=arctanx

Exercice 82 : On rappelle le théoreme de Cauchy linéaire pour les équations différentielles du premier ordre : Soient a
et b des fonctions continues d’un intervalle ouvert I dans R, ¢y un élément de I et yo un réel, I’équation différentielle

y = alt)y +b(t)

posseéde une unique solution définie sur I qui vérifie y(to) = yo.

a) Montrer que la fonction définie par f(z) = (1 + ), (v € R*) est solution d’une équation différentielle linéaire
du premier ordre.

b) Montrer que cette équation différentielle posseéde une unique solution développable en série entiere vérifiant
S(0) = 1. Déterminer le rayon de convergence de cette série entiere.

¢) En déduire le développement en série entiere de f.

Exercice 83 : Montrer que 1’équation différentielle zy” + ' + y = 0 d’inconnue y : R — R admet une solution et une

seule développable en série entiere en 0 et prenant la valeur 1 en 0. On précisera le rayon de la série enti¢re trouvée.
Exercice 84 : Soit la fonction définie sur J =]0, 1] par

arcsin \/z

g(x) = 1)

a) Montrer que g est prolongeable par continuité en 0.
b) Calculer ¢'(x), puis déterminer une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par g sur J.
c) En admettant que g est développable en série entiere déterminer son développement en série entiere en 0.

Exercice 85 : Donner le développement en série entiere en 0 des fonctions réelles suivantes (on précisera le rayon de

convergence) : :
1-— t 1
a):n»—>/cosdt b): x4/ —|—x'
" t 1—2

Exercice 86 : (A chercher seul, non corrigé en TD, réponse a la fin)
Sois f la somme de la série entiere 3 a,,2™. On suppose que le rayon de cette série entiere est infini. De plus f'(0) =0 et f est
solution sur R de 1’équation différentielle

xy” —y = :I,‘Q

a) Montrer que a; = 0.
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b) Montrer que ag = 0.
¢) Déterminer une relation de récurrence entre a,, et a, 1, en précisant les n pour lesquels elle est valable.
n

d) Montrer que a; =0, a3 = ¢, etVn >3, a, =

Semaine 13 : Combinatoire\

Exercice 87 : Pour tout entier d, on cherche a déterminer le nombre de couples d’entier naturel (a, b) tels que
a + 2b = d, on note p(d) ce nombre.

a) Calculer p(2) et p(6).
b) Ecrire les fonctions définies par ﬁ et 1_1 7z comme somme de série entieres.

o0
1
n o_

C) Montrer que nZ:;)p(n)t = m

d) Décomposer la fraction rationnelle F'(t) := m en éléments simples.

e) En déduire un développement en série entiere de F'(t).

f) Déterminer une formule pour p(d).

g) Expliquer sans faire les calculs explicitement, comment on pourrait déterminer le nombre de triplet d’entier

naturel (a,b,c) tels que a + 2b + 3c = d

Exercice 88 : Notons [1; 7] I’ensemble des entiers compris entre 1 et n, S, I’ensemble des bijections de [1; n] dans
[1;n] et D,, 'ensemble des dérangements de [1;n], c’est a dire les bijections de [1;n] dans [1;n] sans points fixes
(Vi € [1;nl; f(i) # D

a) Déterminer le cardinale de .S, on note d,, le cardinal de D,,, et on pose dy = 1.

- n = /n
b) Montrer que kzo (n B l<:> dr, = n!. En déduire Z <k> dj.

k=0
¢) Montrer que pour tout k € [1;n], 4dj, < 1.

oo
1
d) Soit la série entiere de somme f(z) = Z Edkxk , montrer que son rayon de convergence R est supérieur a 1.
k>0
e) Montrer que Vz €] — 1;1[, f(z)e® = L.
f) En déduire que d,, = Zogpgn(—l)p%;- Calculer ds.
Exercice 89 : On note C),, le nombre de parenthésages possible d’un produit de n termes, il est connu sous le nom de

n — léme nombre de Catalan. On pose Cy =0, C; = Cy = 1.
a) Montrer que C3 = 2et Cy = 5.
b) Montrer que : Vn > 2, Cp, = 1 o CrChy.
¢) On note R le rayon de convergence de la série entiere > Cz*, on note S sa somme.
d) Montrer que S(z)? — S(x) + = = 0, sur I'intervalle de convergence. Pour x fixé dans I’intervalle de convergence,

en résolvant I’équation précédente calculer S(z).
e) On pose f(x) = %(1 — /1 —4z), montrer que f est DSE sur intervalle | — %: %[, puis que son développement

‘- N . L. 2n —2
en série entiere » | a,z", sur cet intervalle vérifie Vn € N*, a,, = % (n 1 > .
f) Montrer que Vn > 2, a, = ZZ;(% A Cp—;-

g) Montrer que Vn € N*, C,, = L <2n B 2).

n\n—1
Exercice 90 : [dur] On note a,, le nombre de n—uplet d’entiers (k1; ko;---; ky,) valant 0; 1 ou 2 tels que
ki+ko+---+k,=mn.0nposeag=1.
a) Calculer ay;as et as.
b) Montrer que a,, est le coefficient de X™ dans le polyndéme P(X) = (1 4+ X + X?)".
1 2m ) )
¢) Montrer que a,, = — / P(e™)e ™ dt.
27 0

d) En déduire que a,, = & [*"(1 + 2cost)" dt = = /7 (14 2cost)"dt =1 [T(1+2cost)™ dt.

1 g
2w JO T

e) Pour |z| < £, on pose :

Az) = i anz"”
n=1

Montrer que A(z) = 1 [T 7171(1;00“) dt.
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1
f) On rappelle que / 5 do = fArctang en posant v = tan & 5, montrer que cost =
a
v € [ 3 3] ( 1- 31:)(1+:v)
Alx) 1+ 3z
Alz) (1 -32)(1+z)
h) Montrer que Vz € [—3; 3], (1 — 32)(1 + 2)A'(z) = (1 + 3z)A(z).
2n+1 3n

n+1an n+1

g) En déduire que :

i) Montrer que Vn > 1,a,41 = ap_1.

Exercices corrigés

Solution de ’exercice 1 : ll = l = % 13 = +00; l4 = +00; l5 = +00; 16 = 2 l7 = +00; lg = 3 lg = 5 llO = *15,

67
111——2,512—2 lig =0;5l14 =05 115 = 37116—5,517—0 lis = 0; l1g = 4; l30 = +o0; 121—% loo = 6; log = %5 laa = 3;
los = 31126 = 3 lor = €3 las = 15 log = T; 130— 131—5 ls2 = 25133 = 0; l34 = —o0; 1302?
Solution de I’exercice 2 : f1(z) = 1+ —Ja? —fx St 5( ); f2( )— 1+22+222+22%e(2); f3(z) = 1+32+92% +22%¢(2);
fa(x) =142z 4 322 + 82° + 2Pe(a); f5() — 1z + Hat 4 a%e(z); folz) =1+a+ J2? + 23e(a);

. . . 3
Solution de I’exercice 17 : a,, ~ —5n3; b, ~ n“ Inn; ¢, ~ s dy~ 35 ey ~ (1) fr ~ 0

Solution de I’exercice 24 : a)u,, ~ n=3; > u, converge; b)u, ~ n~>; > u, converge; c)u, ~ n~1; > u, diverge;
d)up ~ 1; 3 u, diverge;  e)u, ~ n=3/2; 3 u, converge;  flu, ~ n~; S u, diverge; g)u, ~ —n~2; 3 u, converge;
h)u, ~n=2; 3 u, converge; i)u, > %; Sy, diverge;  j)up, > ng!;é ~n~ L Zun diverge ;

1 . .
Solution de I’exercice 38 : Attention a ne pas confondre la suite ( ) et la série E —, pour étudier la vitesse de convergence

L. N .
de la série il faut commencer par calculer le reste R, = > po,, 41 % pour cela on peut commencer par regarder ), 2% puis

. 1
faire tendre N vers I’infini, or Zk S ik = (57 — 2Nﬁ) 1 = > 1,1; = 5-. De méme pour la série E 3 le
2 2

_ _ 1 1 _1 T_2"1_12 .
reste T,, = Zk:n 41 3—,€ =T =3 3% Finalement £* = 557 = 3 (3) qui tend vers O lorsque n tend vers +-co. Finalement

la série Y- = converge plus vite que la série Y- 5.
Solution de ’exercice 42 : Le terme général a,, est positif, il est majoré par # qui est le terme général d’une série de Riemann
convergente, donc Y | a,, converge.
Le terme général b,, est négatif deés le rang 2, son opposé —b,, est donc positif des le rang 2, or —b,, ~ % qui est positif et le terme
général d’une série de Riemann divergente, donc la série > —b,, diverge donc la série > b,, diverge.
Une application du critére de D’ Alembert montre la convergence des séries Y ¢, ety d,.
en = (7;) =5 or Z est une série alternée convergente et Z est une somme de Riemann convergente.
lgn| < m =, donc > gn converge.
|| < \71(371/2”’ donc 3 |hy| converge. Donc Y h,, converge. i,, ~ % donc la série est divergente. Pour la série Y j,, on peut utiliser

les développements limités usuels en O de /1 + x et e”, ce qui permet de montrer que j,, = O( 5 ) la série ) j,, estdonc convergente
on voit facilement en écrivant le numérateur et le dénominateur que k,, > 1, la série > k,, est divergente. [,, = (71)%3 + 5 La
n2

n2

premiere partie est le terme général d’
divergente. La série ) [,, diverge.
Solution de ’exercice 70 : R, =1 R, =2 R, =1 Ry = V3 R. = £ Ry = min(1,a™%%) Ry =1 R, = 400
Solution de I’exercice 72 : La série du (a) est une série géométrique de raison 223 elle converge si et seulement si [223| < 1
ce qui équivaut a - €] — 271/3;271/3[, Donc R = 2~'/3. On peut aussi utiliser D’ Alembert ou Cauchy. Pour (b)) Commengons par

2 2 . oye LN >
regarder un équivalent = +nx" ~ g2 puis utilisons le critere de D’ Alembert
2
Un+1 (n+ 1)2xn+1 3" | _ (nt1Y Iz
U, 3ntl n2x™ n 3

or cette suite tend vers % lorsque n tend vers +oo. Pour |x| < 3 la série est donc convergente, pour |z| > 3 la série est divergente,
le rayon de convergence est donc R = 3.
Pour (c) utilisons le critere de D’ Alembert

1
5nm2n+1

Unp+1
Un

— 5n+1x2(’n+1)+1 — 5|I’|2

. 2 L ”
or cette suite tend vers 5|z|” lorsque n tend vers +oco. Pour |z| < % la série est donc convergente, pour |z| > % la série est

divergente, le rayon de convergence est donc R = % On peut remarquer que la série de départ est une série géométrique un petit

peu camoufiée.
Pour (d) Utilisons cette fois le critere de Cauchy

Vun| =




or cette suite tend vers 2|z|? lorsque n tend vers +oo. Pour |z| < % la série est donc convergente, pour |z| > % la série est

divergente, le rayon de convergence est donc %

2
Pour (e), u,, = # " ,
Unt1 | _ 2(n+1) |+ (n!)? o (n+1) |z
up | ((n+1)1)? [ no (n+1)?
Donc lim u”“ = 0, la série de terme général u,, converge toujours, donc le rayon de convergence est infini.

Solutlon de I’exercice 86 : 1. Une formule du cours nous dit que pour un rayon de convergence non nul, a,, = % f(0). D’ou
ai = f’(0) = 0. On peut aussi remarquer que f'(0) = >~ na, 0", tous les termes sont nuls sauf pour n = 1 d’ou a; = 0.
2. Dans I’équation différentielle qui est valable pour tout x de R, si ’on prend « = 0 on obtient 0f”(0) — f(0) = 0d’ou f(0) =0

d’ou ag = 0.
oo

o0 o o
3.af"(x) — Z n(n —1apa™ ' — Zanx" Z (n+ 1)na,12™ Zanaz" — 22
n=0 n=1 n=0

zof"(z) — f(z) — 2? = —ag + Z((n + Dnan 1 — a,)z™ — x?
n=1
Comme f est solution on a pour tout n > 2, (n + 1)na,41 — ap, = 0 pour n = 2, (n + Dnap41 —a, = 1, pour n = 1,

(n+ 1)napy1 — an =0, etag = 0.
4. Ce qui nous donne as et ag, puis une recurrence nous permet de trouver la formule générale de a,,.
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